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RESPUESTA SISMICA DE COMPONENTES NO
ESTRUCTURALES EN RESONANCIA

Julio C. Miranda 'Y

RESUMEN

Este articulo describe un procedimiento aproximado para el célculo préctico de la respuesta sismica
de componentes ligeras resonantes en edificios. Los sistemas mecanicos constituidos por las
componentes y las estructuras portantes se suponen elasticos y de amortiguamiento clasico, de
manera que se puede realizar un andlisis modal tradicional. Con la finalidad de estimar el limite
superior de la respuesta, el procedimiento supone que la componente esta en resonancia con uno de
los modos del edificio, y que puede ignorarse cualquier interaccion con los modos restantes. Se
toma en cuenta la correlacién de los dos modos vecinos que resultan de la dindmica del sistema
componente-edificio. De la confrontacion de algunos resultados obtenidos con el procedimiento
aproximado expuesto en este articulo, con resultados numéricos obtenidos por medio de programas
comerciales, es posible comprobar que con el procedimiento, se puede calcular con éxito la
respuesta de las componentes cuando estdn en resonancia con uno de los modos inferiores del
edificio. Sin embargo, el procedimiento no es adecuado para calcular la respuesta de las
componentes, cuando la resonancia ocurre con uno de los modos superiores de la estructura
portante.

ABSTRACT

This paper presents an approximate procedure for the practical calculation of the seismic response
of light resonant building components. The mechanical systems composed by the components and
the host structures are presumed to be elastic and classically damped, such that a traditional modal
analysis can be carried out. Intended to estimate the upper limit of the response, the procedure
assumes that the component is tuned to a building mode, its interaction with the other modes of the
host building being ignored. The correlation of the two closely spaced modes resulting from the
dynamics of the component-resonant building mode system is accounted for. Comparison of the
results predicted by the approximate procedure of this paper, and some numerical applications,
corroborates that the procedure is successful in predicting the response of the components when
they are tuned to low order modes of the host structure. However, as also seen, the procedure its
inappropriate to calculate the response of the components when the tuning of these involves higher
modes of the host structure.
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INTRODUCCION

La determinacién de la respuesta de las componentes no estructurales adosadas a un edificio
sometido a sismo es necesaria para el disefio de estas, asi como para el disefio de su anclaje. Tal céalculo
toma relevancia especial en caso de que las componentes se encuentren en resonancia con alguno de los
modos de la estructura portante, pues es bien sabido que entonces su respuesta sismica es muy
pronunciada. En ciertos segmentos industriales, tales como el de la fabricacion de microcircuitos
electronicos, el costo del equipo excede ampliamente el costo de la estructura que los alberga, por lo que
es muy probable que su destruccion o mal funcionamiento como resultado de un evento sismico resulte en
importantes pérdidas monetarias. En otros segmentos, tales como el sector salud, la destruccién o falla
funcional de algunas componentes no estructurales podria interrumpir las operaciones de las instalaciones
en los momentos mas criticos. En consecuencia, debido a su importancia, el tema ha sido objeto de mucha
investigacion. Por ejemplo, Penzien y Chopra (1965), estuvieron entre los primeros que exploraron el
tema. Sackman y Kelly (1978) estudiaron sistemas interactivos componente-edificio y propusieron por
primera vez métodos analiticos para evaluar la respuesta de estos a movimientos transitorios del suelo.
Igusa y Der Kiureghian (1985) usaron métodos aleatorios para derivar analiticamente la respuesta de las
componentes a ruidos blancos. No obstante estos estudios, ha sido muy lenta la migracion de los
resultados pertinentes hacia su codificacion, reflejando sin duda lo complejo del tema. Por otra parte,
aunqgue la respuesta de los sistemas mecanicos componente-edificio se puede obtener en principio por
medio de célculos de historia del tiempo, este enfoque requiere considerables recursos y tiempo, de
manera que su aplicacion en la practica de la ingenieria estructural cotidiana no es aceptable. Asi, para el
calculo practico de las cargas sismicas actuantes sobre las componentes soportadas por edificios,
documentos como el Cédigo Uniforme de Construccién (1997), -en inglés, Uniform Building Code-,
proponen una férmula empirica ajustada a registros de respuestas de piso obtenidas durante terremotos
pasados, que abarca aproximadamente al 84% de los mismos. Esta férmula, que provee aceleraciones
proporcionales a la altura sobre la base del edificio, por su propia naturaleza es implicitamente aplicable a
componentes esencialmente rigidas, definidas con periodo fundamental menor que 0.06 segundos. Dichas
componentes, con base en la férmula, pueden alcanzar una aceleracion maxima en el tope del edificio de
hasta cuatro veces la aceleracion maxima del suelo. Para componentes con periodos largos, soportadas por
ejemplo sobre dispositivos antivibratorios flexibles, la formula estipula una aceleracion maxima al tope
del edificio de hasta diez veces la aceleracién maxima del suelo, es decir considera un factor de
amplificacion dindmica del movimiento del piso igual a 2.5. Para la determinacion del coeficiente de
amplificacion correspondiente a periodos intermedios, el ingeniero debe usar su juicio. La férmula,
aungue de mucho valor practico, admite varias criticas. Primero, debido a su origen estadistico ignora
parametros dinamicos basicos tales como periodos y amortiguamientos. Por otra parte, los registros en que
est4 basada fueron obtenidos en los pisos de las estructuras, por lo tanto no reflejan las amplificaciones
dinamicas de parte de las componentes en si mismas. El factor de amplificacion de 2.5 ya discutido, es un
factor de consenso, no justificado.

Vista la formula arriba discutida, puesto que para propositos de ingenieria lo que nos interesa es el
borde superior de la respuesta, en este articulo se desarrollan aproximaciones de la respuesta de sistemas
mecanicos componente-edificio resonantes, considerando que la masa de las componentes es muy
pequefia en comparacion a las masas equivalentes de los modos de vibracion del edificio con los cuales
resuenan. La plataforma analitica adoptada para este propdsito apela a un modelo de energia modal
relativa de sistemas con dos grados de libertad que ha sido previamente desarrollado por Miranda (2005),
para el estudio de masas sintonizadas amortiguadas, usadas para la reduccion de la respuesta sismica de
edificios. EI modelo analitico derivado provee un andlisis espectral del sistema mecanico componente-
edificio, expresando con ecuaciones de forma simple que talvez pueden adaptarse para uso practico. Para
fines de confrontacion con resultados numéricos, se considera el caso especial en que el amortiguamiento
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de las componentes es igual al amortiguamiento del edificio. Se demuestra entonces lo idéneo de la
férmula de respuesta propuesta. Asimismo, estos resultados numéricos permiten discernir las condiciones
en que el procedimiento que se propone provee resultados insatisfactorios. Si bien en este articulo
enfatizamos el célculo de la respuesta maxima en aceleracion absoluta, los desplazamientos maximos y
velocidades relativas méximas de las componentes se pueden obtener por simple substitucion de los
espectros respectivos en las ecuaciones de respuesta.

DESARROLLO TEORICO

Aplicamos esta teoria a los sistemas mecanicos que pueden conceptualizarse como el sistema con
dos grados de libertad mostrado en la figura 1, donde la parte superior representa una componente con
masa My, constante de amortiguamiento Cy y rigidez horizontal K. Otra masa M;, constante de
amortiguamiento C; y rigidez horizontal K;, caracterizan la parte inferior, representando estos parametros
las propiedades efectivas del modo de vibracién del edificio que se supone en resonancia con la
componente. Por brevedad, de aqui en adelante y mientras no se preste a confusién, se designara a este
modo como el “edificio”, del cual se discutira mas adelante la evaluacion de sus propiedades efectivas. Es
sabido que un estudio riguroso de este sistema requiere considerar modos y valores propios complejos en
razén del amortiguamiento no clasico. No obstante, se discutiran también mas adelante, las condiciones
para las que los errores de calculo de los amortiguamientos modales y de la respuesta de acuerdo a los
procedimientos propuestos en este articulo, son menores y por lo tanto tolerables para propoésitos de
ingenieria practica. Procedemos entonces a definir los siguientes parametros:

K
0y =7 (1)
U
K
wi=7 )
L
Q:w_U (3)
a)L
MU
= 4
yzi ; (4)

La ecuacion 1 provee la frecuencia circular de la componente cuando ésta se considera
independientemente como un sistema con un grado de libertad. La ecuacién 2 provee la frecuencia
circular del edificio. La ecuacién 3 representa una relacién de frecuencias, llamada también relacién de
sintonia, entre las frecuencias circulares de la componente y del edificio. En el caso que nos ocupa, esta
relacion es igual a la unidad. La ecuacion 4 representa la relacion entre la masa de la componente y la
masa del edificio. Con base en el trabajo de Miranda (2005), del cual se hace una breve presentacién en
apéndice, usamos consideraciones de energia modal relativa para estudiar el sistema representado en la
figura 1. Definimos por lo tanto, las relaciones ¢; y 5 como los cocientes entre las energias cinéticas y
elasticas de la componente, con respecto a las mismas energias correspondientes del edificio, mientras el
sistema componente-edificio vibra libremente en un modo X;. Se demuestra en apéndice que estos cuatro
pardmetros estan interrelacionados, de manera que la determinacion de uno de ellos es suficiente para
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definir el estado dinamico del sistema. Miranda (2005), identificé tres estados dindmicos especificos que
se pueden usar para el estudio de nuestro problema:

Balance perfecto de energia cinética modal entre la componente y el edificio:
Para este caso se tiene:
al = az = 1 (5)

pardmetros que de acuerdo a la ecuacion A.6 corresponden a la relacion de sintonia:

Q- ©
1-u

Resonancia entre la componente y el edificio:
Para condicién de resonancia se tiene:

Q=1 (7

que de acuerdo a las ecuaciones A.5, A.6, A.8,y A.9, corresponde a los siguientes parametros:
1 1 Javu+u,

a=—=pf=—=CF—7>"") (@)
«, b 2

Balance perfecto de energia elastica modal entre la componente y el edificio:

Para este caso se tiene:
P=p,=1 9)
gue de acuerdo a la ecuacién A.7 corresponde a la relacion de sintonia:

1
1+ u

Q= (10)

Puesto que las relaciones de masa consideradas son muy pequefias, digamos del orden de 0.001, las
relaciones de sintonia en las ecuaciones 6 y 10 indican que para estas condiciones energéticas especiales,
para propdsitos practicos, se alcanza la resonancia de la misma manera que para la condicion energética
expresada por la ecuacién 7. Por tanto, las ecuaciones 5, 8 y 9 indican que en o cerca de la resonancia, las
componentes poseen aproximadamente la misma energia modal, sea cinética o elastica, que el edificio. Se
justifica por lo tanto en tales circunstancias escribir la siguiente aproximacion:

a,za,=p=p,=1 (11)
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Figura 1. Sistema Mecanico

Se procede ahora con el célculo espectral de la respuesta, observando que debido a la pequefiez de
la relacion de masas las dos frecuencias del sistema de la figura 1 estaran muy proximas entre si. Por esta
razdn, usamos ecuaciones de doble sumatoria, Gupta (1990), para expresar la respuesta R como:

R=1R?+R? +2p,RR, (12)

Los subindices indican el orden de los modos del sistema componente-edificio. Debido a su forma simple,
usamos el factor de correlacién modal p;, propuesto por Rosenblueth y Elorduy (1969):

po = [+ (P OISy (13)

&0, + &,0,

donde @ y ¢& representan las frecuencias circulares y los coeficientes de amortiguamiento
respectivamente, para los modos del sistema componente-edificio. El coeficiente de amortiguamiento

equivalente fj toma en cuenta la reduccion de la respuesta en razon de la duracion finita s de la sefial de
ruido blanco a la que se asimila el terremoto:

%j = 68_/ + i (14)

a)/.s

Suponiendo gue los terremotos que se consideren sean suficientemente largos y que las frecuencias
circulares sean tales que el producto «;s sea mucho mayor que dos, el segundo término de la derecha en la
ecuacion 14 se puede despreciar, por lo que resulta que:

$ =4 (15)



Julio C Miranda

Ignorando el acoplamiento debido al amortiguamiento no clasico, se demuestra en apéndice que con
una aproximacién de primer orden, el amortiguamiento modal viene dado por la ecuacién A.17. Esta
ecuacion aplica siempre y cuando los amortiguamientos proporcionados separadamente por el edificio y la
componente no sean marcadamente diferentes de lo establecido por la ecuacion A.18. Asi pues en
resonancia, vista la ecuacion 11, reescribimos la ecuacion A.17 de la siguiente forma

1

;/:2

Lig, +&) (16)
a)L

Reemplazando esta expresion, mas las ecuaciones A.13 y A.14 en la 13, se obtiene:

= (2+,u)2(§u +§L)2
8+4u+2[(Ey + &) —J16—8Q2+ u)(&y + &) +(Ey +E,)*]

17)

Vistos los pequefios valores de la relacion de masas, en general se tiene que u<<2. Entonces, tanto
en el numerador como en el radical del denominador se puede ignorar la relacion de masas respecto a dos,
y por lo tanto el factor de correlacién modal se puede aproximar como:

(& +&)°

Piz = u+ (&, + é:L)Z

(18)

Se obtiene el mismo resultado si se hubiese usado el factor de correlacion modal prescrito por el
método del CQC, Der Kiureghian (1980). Suponiendo, por ejemplo, que 4=0.001, £,=0.03, y &=0.05, la
ecuacion (18) resulta en un factor de correlacion igual a 0.865. Para valores extremadamente reducidos de
u, el factor de correlacion es aproximadamente igual a la unidad.

Usando la ecuacion A.9 con ¢; igual a uno y en resonancia, asi como la ecuacion A.12, se puede
demostrar que para valores pequefios de la relacion de masas, las frecuencias del sistema componente-
edificio se pueden aproximar con las siguientes expresiones:

oy K

o ) (19)

— =14+ X (20)
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Observamos que las ecuaciones 19 y 20 avecinan por arriba y por abajo la frecuencia del edificio.
Dada la proximidad entre estas dos frecuencias y dada la ecuacién 16, se cometen errores pequefios si se
hacen las siguientes aproximaciones:

Alz(a)llégl) = Azz(a)zyéfz) = 4 (0,,8) 4, (0,,&,) = Az(“hv%) (21)

donde los parametros A4; son las ordenadas espectrales correspondientes a los dos modos, y 4 es la
ordenada espectral correspondiente a la frecuencia de resonancia, para el promedio del amortiguamiento
de la componente y del edificio. Se puede observar que esta Ultima ordenada espectral corresponde a la
frecuencia promedio de las frecuencias del sistema componente-edificio y al promedio de los
amortiguamiento modales. Por otro lado, con valores de f; cercanos a la unidad de acuerdo con la
ecuacion 11, los factores de participacion expresados por las ecuaciones A.15 y A.16 se pueden aproximar
como:

11

1
~— 22
Vi=72 5 (22)

Dados los modos del sistema componente-edificio provistos por la ecuacion A.3, para ¢; igual a
uno, tomando ademas en cuenta la ecuacion 12 podemos escribir que la aceleracion maxima de la
componente se puede aproximar como:

Alw,,

§U +§L)
2
R, =
VaAu+ (& +€,)7]

(23)

La ecuacion 23 demuestra que la aceleracion de la componente es igual al producto de la
aceleracion espectral por un factor de amplificacion. Esta ecuacion constituye el objetivo principal de este
articulo, que por lo visto en el desarrollo teérico se aplica a sistemas componente-edificio en los que el
efecto del amortiguamiento no proporcional es despreciable, para terremotos de larga duracién, para
productos w;s mucho mayores que dos y para componentes resonantes con uno de los modos de la
estructura portante. En la medida que las condiciones reales se alejen de estas suposiciones, la ecuacién
23 perdera validez correspondientemente.

De manera similar derivamos la aceleracion maxima del edificio:

R (24)

+2(&, +&,)° +
= \//u &y é:L)Z Aa)L,é:U gL)
J2Au+ (& +6,)°] 2

De la ecuacién 24, vemos que se puede obtener una reduccion potencial de la respuesta de edificios

con poco amortiguamiento, por medio del efecto del amortiguamiento promedio sobre las ordenadas
espectrales, si las componentes resonantes poseen alto amortiguamiento. Tal enfoque ha sido ya propuesto
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por Villaverde (1985). Claramente se puede ver del desarrollo presentado arriba, como fue discutido por
Miranda (2005), que esta condicion es valida solamente para componentes resonantes muy pequefias.

Es necesario juzgar la validez de la expresion 23 en razén de haber ignorado el acoplamiento de los
modos debido al amortiguamiento no clasico. Para este propdsito, Igusa y Der Kiureghian (1985),
proponen un “parametro de amortiguamiento no clasico”, &, que usando la nomenclatura del presente
articulo se escribe:

5=(&, -t (25)

Estos autores calcularon la respuesta cuadratica media de componentes resonantes a un ruido
blanco, en primera instancia de manera exacta, es decir tomando en cuenta los efectos del
amortiguamiento no proporcional, y posteriormente de manera aproximada ignorando el acoplamiento
resultante. Encontraron que dado un error ¢, se deben usar procedimientos exactos si:

& > elu+(&y +8,)°] (26)

Es decir que debemos usar procedimientos exactos si:

<. _fU)Z >elu+ (&, +§L)2] (27)

Se puede observar que si la ecuacion A.18 se cumple, la ecuacién 25 se vuelve idénticamente cero,
y la ecuacion 27 nunca se cumple pues el sistema estaria clasicamente amortiguado. A manera de
ilustracion, para valores de ¢=0.001, &,=0.03, £=0.05, y aceptando un error en la respuesta, e, del 10%,
el lado izquierdo de la ecuacion 27 resulta de 0.0004, mientras que el lado derecho resulta de 0.00074.
Entonces, para este caso en particular la ecuacion 27 no se cumpliria, y la respuesta cuadratica media de la
componente se podria aproximar ignorando el acoplamiento modal, dentro del error prescrito.

RELACION DE MASAS Y ACELERACION ESPECTRAL EFECTIVAS

Se considera la figura 2, la cual representa una componente adosada al i#ésimo grado de libertad
lateral de una estructura con N grados de libertad. Esto contrasta con la figura 1, donde la componente se
representa como adosada a un modo resonante de la estructura soportante. Para que ambas
representaciones sean equivalentes para el estudio del problema que nos ocupa, la relacién de masas y
valores espectrales hasta ahora considerados, deben reemplazarse por valores efectivos correspondientes.
Sackman y Kelly (1978), demostraron que estos valores estan dados por;

M i' 2
_ (TJ(¢j) (28)
¢, Mo,

efectiva
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A((()L,gL—’_é:U)

; Mr +
2 efectiva = ¢j TM A A(a)L! gU 51‘) (29)

donde ¢ es el modo resonante, (o; es la iésima coordenada de este modo a la cual estd adosada la

componente, M es la matriz de masas del edificio y » es un vector unitario. Se puede observar que
q);M(pj es la masa generalizada correspondiente al modo resonante y que ¢)er / (pJT.M(pj es el factor de

participacion correspondiente. Es posible entonces comprender, que en todas las ecuaciones anteriores la
relacion de masas a considerar es la relacion de masas efectiva de acuerdo a la ecuacion 28 y que la
aceleracion espectral a considerar es la aceleracion espectral efectiva de acuerdo a la ecuacion 29. Puesto
gue el proposito es el de evaluar la respuesta maxima, la aceleracion espectral efectiva debe siempre
considerarse positiva.

N
Ky
Cy

1

Figura 2. Sistema Componente-Edificio

CONFRONTACION CON RESULTADOS NUMERICOS

Para propositos de confrontacion con resultados numéricos, se supone que el amortiguamiento
provisto por la componente es igual al del edificio. Esta suposicion se hace dadas las limitaciones de los
programas comerciales para andlisis dindmico que se usan actualmente y no es una condicion necesaria
para el desarrollo del articulo. Aplicando tal igualdad, la respuesta viene dada en este caso particular por:

p, - A@8) 0

V2(u+487)
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R = \/ﬂ+8§L2

L _—A(lefL) (31)

V2(u+48,%)

Obviamente la validez en la practica de la suposicion acerca de los amortiguamientos, es debatible.
En general, es de esperar que el amortiguamiento del edificio supere el de la componente. Sin embargo,
hay que notar que ahora las ecuaciones 30 y 31, aparte de todas las aproximaciones que se han hecho, son
conceptualmente exactas puesto que cumplen con la ecuacién A.18.

La figura 3 muestra un sistema con cuatro grados de libertad que representa la estructura soportante.
Una vez adosada la componente al nivel superior, se obtiene el sistema con cinco grados de libertad que se
muestra en la figura 4. Se us6 el programa SAP90, (Wilson y Habibullah, 1990), para calcular la respuesta
del sistema edificio-componente al espectro con amortiguamiento de 5% mostrado en la figura 5. Para las
combinaciones de las respuestas modales SAP90 usa el método CQC, Der Kiureghian (1980), con la
suposicion de que todos los modos poseen el mismo amortiguamiento. Puesto que en principio la
interaccion es dominante con un solo modo del edificio, se espera que el amortiguamiento de los modos
no-resonantes del edificio no tenga impacto apreciable sobre los resultados, y por tanto que la
comparacion de los resultados numéricos con la ecuacion 30 sea permisible.

3 3 3 3
®

®
A X XN N

7

Figura 3. Sistema con 4 Grados de Libertad

El sistema con cinco grados de libertad antes descrito ha sido usado por Chopra (1995), pagina 490,
para ilustrar la respuesta de edificios con masas adosadas ligeras. El ejemplo supone que cada una de las
masas inferiores m es igual a 45.310559 toneladas (100 kips/g, donde g es la aceleracion de la gravedad) y
que la rigidez lateral £ de cada uno de los cuatro pisos inferiores es igual a 3957.0849 kN/m (22.599
kips/inch). El ejemplo también asume que la masa adosada es igual a 0.01m, con rigidez lateral igual a
0.0012k y que esta por lo tanto en resonancia con el primer modo del edificio. Adicionalmente, para
nuestros calculos suponemos que la rigidez lateral de la componente es igual a 0.010004%, 0.023473k y
0.0353209%, a medida que entra secuencialmente en resonancia con el segundo, tercero y cuarto modo del
edificio respectivamente. Los calculos son llevados a cabo para & y & iguales a 0.05. De la misma
manera, se supone que los modos no resonantes tienen un coeficiente de amortiguamiento de 0.05. Las
caracteristicas modales de la estructura portante con cuatro grados de libertad se muestran en la Tabla 1,
donde se asigna como Nivel 4 al nivel superior, y los otros niveles son designados en orden decreciente de

10
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arriba hacia abajo. Se puede observar que en esta tabla hemos normalizado los modos suponiendo la
unidad en el tope de la estructura.

mye
Ky
m e
k
m e
k
m e
k
m e
k

Figura 4. Sistema con 5 grados de libertad; componente adosada al Gltimo nivel.

Aceleracion (g)
-
o
|

o
n
|

Periodo (seg)

Figura 5. Espectro de Respuesta

La Tabla 2 muestra las relaciones de masas efectivas, correspondientes a cada modo del edificio.
Vemos que para la componente adosada al nivel superior, las masas efectivas decrecen con el orden de los
modos correspondientes. Se presentan en la Tabla 3, las caracteristicas dindmicas del sistema componente-
edificio para resonancia con el primer modo del edificio. Se asigna como Nivel 5 al nivel de la
componente, y los otros niveles se asignan en orden decreciente. Se puede observar en esta tabla que en el
tope de la estructura portante siempre se normalizan los modos con la unidad. Se evidencia que el efecto
mas importante de la componente es el de dividir el primer modo de la estructura en dos modos con
frecuencias vecinas, que se denominaron modo 1.ay modo 1.b. Se puede verificar que las frecuencias de
tales modos se aproximan a la frecuencia del primer modo del edificio desde arriba y abajo, de acuerdo
con las siguientes formas modificadas de las ecuaciones 19 y 20:

11
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=(1- —V”Zf)a)l = 3138830 rad / sec

a)l.a - (32)
y

\ /ngfectiva
o, =1+ T)wl =3.351890 rad / sec (33)

Tabla 1: Caracteristicas modales para el sistema mecanico con cuatro grados de libertad

Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4
Nivel 4 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
Nivel 3 0.879385 0.000000 -1.347297 -2.532091
Nivel 2 0.652703 -1.000000 -0.532089 2.879388
Nivel 1 0.347296 -1.000000 1.532090 -1.879386
Periodo 1.936049 0.672383 0.438867 0.357767
Frecuencia 3.245360 9.34465 14.316800 17.562200
Circular
Factor de 1.241139 -0.333333 0.119858 -0.027663
Participacion
Aceleracion 0.207¢g 0.595¢ 0.911¢ 1.000g
Espectral

Tabla 2: Relaciones de Masa Efectiva correspondientes a las caracteristicas modales mostradas en la

Tabla 1.
Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4
Rel. Masa Efectiva 0.004310 0.003333 0.001836 0.000520

Se observa también que el factor de participacion del primer modo del edificio ha sido
practicamente dividido en dos, como se asume en la ecuacién 22. Los modos, frecuencias y factores de
participacion de los tres modos restantes del edificio permanecen esencialmente inalterados, indicando que
la interaccion de la componente con estos modos es minima. La confrontacion entre los resultados
arrojados por SAP90 y la respuesta de la componente calculada de acuerdo a la férmula 30 se presenta en
la Tabla 5. Se muestra en la segunda columna de esta tabla, que para resonancia con el primer modo del
edificio la respuesta de la componente calculada con la férmula 30 coincide con los resultados de SAP9O0.

En general, el comportamiento dinamico de los otros sistemas componente-edificio que resultan a
medida que las componentes se consideran resonantes con los modos superiores, sigue el mismo patron
del primer modo tal como fue discutido arriba. Sin embargo, el efecto de interaccién modal es aparente. El
caso extremo ocurre cuando la componente estad en resonancia con el cuarto modo del edificio, con
resultados de caracteristicas dindmicas mostradas en la Tabla 4. Se evidencia, por las amplitudes modales

al nivel de la componente, que esta interactda con todos los modos, en particular con el adyacente modo
ndmero tres.
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Tabla 3: Caracteristicas modales para el sistema mecanico con cinco grados de libertad, con la
componente en resonancia con el primer modo del edificio portante.

Modo 1.a Modo 1.b Modo 2 Modo 3 Modo 4

Nivel 5 16.293291 -14.238146 -0.136293 -0.053871 -0.035169
Nivel 4 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
Nivel 3 0.869013 0.889858 0.0009089 -1.346264 -2.530913
Nivel 2 0.640145 0.665433 -0.999092 -0.532135 2.877746
Nivel 1 0.339174 0.355548 -0.999546 1.531196 -1.878237
Periodo 2.003457 1.876233 0.672230 0.438845 0.357764

Frecuencia 3.136170 3.34883 9.34678 14.3175 17.56240
Circular

Factor de 0.610220 0.630871 -0.333312 0.119896 -0.027674

Participacion

Siendo que la energia modal del edificio decrece en la medida que aumenta el orden de los modos,
y puesto que la energia de las componentes resonantes esta en balance con las energias modales, es de
esperar gue en consecuencia, se reduzca la respuesta de las componentes. Adicionalmente es de esperar
que debido a su mayor energia, la influencia de los modos inferiores sobre los modos superiores en caso
de interaccidén, sea importante para la respuesta de componentes resonantes con estos modos superiores.
En el caso contrario, de componentes resonantes con los modos inferiores, se espera que la influencia de
los modos superiores que puedan interactuar con los modos inferiores no sea muy importante debido a su
inferior energia modal. Por tanto, se espera que la precision de la ecuacion 30 disminuya a medida que se

incremente el orden de los modos resonantes.

Tabla 4: Caracteristicas modales para el sistema mecanico con cinco grados de libertad, con la
componente en resonancia con el cuarto modo del edificio portante.

Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4.a Modo 4.b
Nivel 5 1.035193 1.392402 2.950530 61.009177 -31.917788
Nivel 4 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
Nivel 3 0.878678 -0.009261 -1.403880 -4,.593768 -1.480066
Nivel 2 0.651846 -1.009304 -0.529721 5.772100 1.431379
Nivel 1 0.346741 -1.004684 1.581328 -3.915428 -0.871331
Periodo 1.940367 0.673934 0.440022 0.360736 0.352291
Frecuencia 3.238140 9.323140 14.27920 17.41770 17.83520
Circular
Factor de 1.240426 -0.331191 0.115982 -0.010438 -0.014778

Participacion

Tabla 5; Comparacidn de la respuesta de la componente para « con los valores dados en la Tabla2 'y & =
0.05, para resonancia con cada modo de la estructura portante.

Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4
Resp. con 1.52g 1.25¢ 0.83¢g 0.51g
SAP90
Resp. Eq. (30) 1.52¢g 1.21g 0.71¢g 0.19¢
SAP90/Eqg. (30) 1.00 1.03 1.17 2.68
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En efecto, se verifica en la Tabla 5 que el cociente entre los resultados obtenidos con SAP90
respecto a los resultados propuestos por la ecuacion 30, se incrementa de 1.0 para resonancia de la
componente con el primer modo, hasta 2.68 para resonancia con el cuarto modo del edificio. La ecuacién
30 subestima la respuesta cuando la componente entra en resonancia con los modos superiores. También
se puede ver en la Tabla 5, que la respuesta de la componente se reduce a medida que el orden del modo
resonante se incrementa. Para propoésitos de ingenieria la precisién alcanzada en el célculo de la
respuesta con los dos primeros modos resonantes es muy buena, y podria argumentarse aceptable aun para
el tercer modo resonante. Sin embargo la precision alcanzada con el cuarto modo resonante es inaceptable.

Se considera ahora la figura 6, donde se muestra la componente adosada al segundo nivel de la
estructura portante. Para este caso, en la Tabla 6 se muestran las relaciones de masas efectivas
correspondientes. Se nota que las masas efectivas de los modos nimero dos y cuatro se incrementan en
lugar de disminuir con el orden modal. En la Tabla 7, se presentan las caracteristicas dindmicas de este
sistema componente-edificio para resonancia con el primer modo del edificio. Los valores modales de la
componente son listados en la segunda linea de la tabla. De nuevo se normalizan los modos con la unidad
en el tope de la estructura portante. Se nota que el efecto mas importante de la componente es el de dividir
el primer modo de la estructura en dos modos con frecuencias vecinas. Se puede verificar que las
frecuencias de tales modos se aproximan a la frecuencia del primer modo del edificio desde arriba y abajo,
de acuerdo con las siguientes formas modificadas de las ecuaciones 19 y 20:

o, = (1——”[?‘;“’””)@1 =3.175820 rad /sec (34)
y

V H efectiva
o, =1+ T)a)l =3.314890 rad/sec (35)

3 3 3 3
L
-

Figura 6. Sistema con 5 grados de libertad; componente adosada al segundo nivel.
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Se observa que el factor de participacion del primer modo del edificio ha sido dividido
aproximadamente en dos. Los modos, frecuencias y factores de participacion de los tres modos restantes
del edificio permanecen practicamente inalterados, indicando que la interaccién de la componente con
estos modos es minima. La confrontacion entre los resultados calculados por SAP90 y la respuesta de la
componente calculada de acuerdo a la formula 30 se presenta en la Tabla 9. Se muestra en la segunda
columna de esta tabla, que para resonancia con el primer modo del edificio la respuesta de la componente
calculada con la férmula 30 coincide muy bien con los resultados de SAP90.

La concordancia de los resultados se degrada con el orden de los modos resonantes, debido al efecto
de interaccion modal. Para ilustrar este efecto, la Tabla 8 muestra las caracteristicas dindmicas para la
componente en resonancia con el cuarto modo del edificio. Se evidencia, por las cantidades listadas en la
segunda fila de la tabla, que la componente interactda con todos los modos, en particular con el adyacente
modo numero tres. Se verifica en la Tabla 9 que el cociente entre los resultados obtenidos con SAP90
respecto a los resultados propuestos por la ecuacion 30, se incrementa desde 1.01 para resonancia de la
componente con el primer modo hasta 1.83 para resonancia con el tercer modo del edificio. Es interesante
que el cociente para resonancia con el cuarto modo resulte de 1.32 es decir hay un decremento con
respecto al cociente de 1.83. Este valor se debe a la importancia relativa de la masa efectiva para
resonancia de la componente con el cuarto modo. Observamos también que la ecuacion 30 subestima la
respuesta cuando la componente entra en resonancia con los modos superiores, aunque en menor grado
que cuando la componente se adosa al nivel superior. También se puede ver en la Tabla 9, que en general
la respuesta de la componente se reduce a medida que el orden del modo resonante se incrementa. La
excepcién es ahora para resonancia con el segundo modo, para el que la respuesta se incrementa con
respecto a la del primer modo (1.23g con respecto a 1.10g). Para propdsitos de ingenieria la precision
alcanzada en el célculo de las respuesta con los dos primeros modos resonantes es muy buena. Sin
embargo la precision alcanzada para el tercer y cuarto modo resonante es inaceptable.

Tabla 6: Relaciones de Masa Efectiva correspondientes a las caracteristicas modales mostradas en la
Tabla 1, con la componente adosada al segundo nivel de la estructura portante.
Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4
Rel. Masa Efectiva 0.001836 0.003333 0.000520 0.004311

Tabla 7: Caracteristicas modales para el sistema mecanico con cinco grados de libertad, con la
componente en resonancia con el primer modo del edificio portante, y conectada al segundo nivel de la
estructura portante.

Modo 1.a Modo 1.b Modo 2 Modo 3 Modo 4
Componente 16.761728 -13.848124 0.136355 0.028660 -0.101327
Nivel 4 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
Nivel 3 0.884780 0.874461 -0.000455 -1.347362 -2.532624
Nivel 2 0.667614 0.639144 -1.000454 -0.531978 2.881563
Nivel 1 0.354213 0.340975 -1.000909 1.531478 -1.880150
Periodo 1.980851 1.897703 0.672230 0.438861 0.357740
Frecuencia 3.171960 3.310940 9.346780 14.31700 17.56350
Circular
Factor de 0.595368 0.645590 -0.333161 0.119847 -0.027674

Participacion
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Tabla 8: Caracteristicas modales para el sistema mecanico con cinco grados de libertad, con la
componente en resonancia con el cuarto modo del edificio portante, y conectada al segundo nivel de la
estructura portante.

Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4.a Modo 4.b
Componente 0.676389 -1.385928 -1.599651 34.712873 -55.253198
Nivel 4 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
Nivel 3 0.879615 0.004619 -1.343666 -2.321634 -2.786341
Nivel 2 0.653335 -0.995359 -0.538226 2.068345 3.977372
Nivel 1 0.347590 -0.990781 1.566128 -1.564994 -2.226540
Periodo 1.937890 0.673941 0.439206 0.368927 0.345547
Frecuencia 3.242280 9.323040 14.30580 17.0310 18.1833
Circular
Factor de 1.241337 -0.332723 0.119896 -0.018721 -0.009789

Participacion

Tabla 9; Comparacion de la respuesta de la componente adosada al segundo nivel, para x con los valores
dados en la Tabla 6 y & = 0.05, para resonancia con cada modo de la estructura portante.

Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4
Resp. con 1.10g 1.23g 0.73¢g 0.62¢
SAP90
Resp. Eq. (30) 1.09¢ 1.21g 0.40¢g 0.47¢
SAP90/Eq. (30) 1.01 1.02 1.83 1.32

CONCLUSIONES

Se presenta un modelo analitico aproximado para el estudio de la respuesta sismica de componentes
no estructurales ligeras resonantes con uno de los modos del edificio portante. Vista la pequefiez de la
masa de las componentes en relacion a la masa del modo resonante, se puede suponer que existe un
perfecto balance energético modal entre la componente y el modo del edificio. Dado este comportamiento,
un andlisis espectral conduce a ecuaciones que predicen la respuesta de la componente en funcién de las
propiedades dindmicas de las componentes en si mismas y del modo resonante del edificio, obviando asi
la necesidad de efectuar calculos de historia del tiempo. La confrontacion con algunos resultados
numéricos calculados para amortiguamientos iguales de la componente y del modo resonante del edificio,
demuestra que con las ecuaciones derivadas en este articulo se puede predecir con precision practica, la
respuesta de las componentes resonantes con los modos inferiores, cuya energia es dominante. No
obstante, esta precision disminuye cuando la resonancia de la componente involucra los modos de orden
superior del edificio, en cuyo caso con las expresiones derivadas, se subestima substancialmente la
respuesta. Se considera que esta pérdida de precision se debe a la interaccion de los modos inferiores del
edificio, ricos en energia, con los modos superiores. Para estos casos es necesario desarrollar otros
métodos analiticos que tomen en cuenta estos efectos, ademas de que este tema debe ser objeto de
investigacion adicional. Finalmente, creemos que las expresiones derivadas en este articulo, dentro de las
limitaciones resultantes de las diferentes suposiciones hechas en su desarrollo, podrian adaptarse para su
uso en codigos de construccion, proveyendo de esa manera ecuaciones racionales que sean al mismo
tiempo suficientemente préacticas.
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APENDICE A

Se consideran los modos no amortiguados del sistema con dos grados de libertad mostrado en la
Figura 1. Supongamos que vibra libremente en un modo X; , y definamos ¢; como la relacion entre la
energia cinética impartida a la masa superior y la energia cinética de la masa inferior, tal que:

_MX,

=Y Al
TOM X (A1)

(2

Definamos de manera similar 5 como la relacion entre la energia elastica almacenada en el resorte
superior y la energia elastica almacenada en el resorte inferior durante la vibracion libre, tal que:

_ KU(XUj - XLj)2
KLXZ

B, (A2)

Si las componentes correspondientes a la masa inferior se normalizan como la unidad, de las dos
ecuaciones anteriores podemos deducir los siguientes vectores modales:

X7 =|+ |& 1 (A.3)
VAR .
U

o alternativamente

X = 1J_ré i 1 (A.4)
‘ u

En vista de que los modos son ortogonales con respecto a las matrices de masa y rigidez, las
relaciones energéticas cumplen con las ecuaciones siguientes:

a,a, =1 (A5)

QZ

(A.6)

1
- 1+ pua, —\Jua, —u
Q:(/ﬂﬂz—\/lu_ﬂl)+\/(\/ﬂ_ﬂ1+\/ﬂﬂz)2+4 (A7)

2(1+ )

131:32 =1 (A.8)
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De las ecuaciones A.3 y A.4, se nota que las relaciones energéticas estan relacionadas entre si de la
siguiente manera:

B, =" (Ja, Fu)’ (A9)

Para sistemas conservadores, la maxima energia cinética modal Ex es igual a la maxima energia
elastica modal Eg, y por tanto en términos de las energias de las componentes superiores e inferiores
podemos escribir para el javo modo:

(EKU/' + EKLj)max. = (Esu/ + ESLj)max. (A.10)
0
o’M,(1+a,)=K,(1+8,) (A1)

Asi pues, obtenemos las frecuencias modales de la expresion siguiente:

@, 1+ 5,

(Ziye - B, (A.12)
W, 1+ e,

Se puede demostrar que las frecuencias modales cumplen con las siguientes expresiones:

(1) (£2) =0 (A13)
wL a)L

y

(Z1y?  (P2y2 — 14 (14 )2 (A.14)

L L

Los factores de participacién modal se pueden escribir como:

7:\/a—z+\/;: \/ﬁ—z (A.15)
o, BAFs |

y

7:\/0‘_1—\/;: VA (A.16)
o+, B+, '

Igualando la disipacion de energia modal a la suma de las energias disipadas por cada una de las dos
componentes, se puede demostrar que una aproximacion de primer orden del amortiguamiento modal
viene dada por la siguiente expresion:
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B o 1 o

_ RYIY vy £+ £, (A.17)

¢, T
! 1+ IB,) w;

Miranda (2005), demostr6 que los términos fuera de la diagonal de la matriz de amortiguamiento en
coordenadas modales son idénticamente cero si se cumple la siguiente relacion:

S
Q=5 A.18
: (A.18)

Si tal fuera el caso, los vectores modales arriba derivados son capaces de desacoplar las ecuaciones
del movimiento del sistema con dos grados de libertad que esta bajo consideracién. Es pertinente ahora
discutir la aproximacién alcanzada en la derivacion del amortiguamiento modal. Con este propdsito
usamos un procedimiento propuesto por Adhikari y Woodhouse (2001), quienes a su vez se basaron en la
obra de Rayleigh (1877). La ecuacion homogénea de movimiento para el sistema que se estudia es:

My(t) + Cy(1) + Ky(1) =0 (A.19)

donde M es la matriz de masa, C la de amortiguamiento, y K la de rigidez. El vector y(z) provee los
desplazamientos relativos. Se busca una solucién armoénica de la forma y(:)=Z exp/At], donde Z es un
modo complejo, y A es una frecuencia natural compleja del sistema. La substitucion de y(z) en la ecuacion
A-19 para el javo modo, resulta en:

APMZ,+A,CZ +KZ, =0 (A.20)

Siempre que las frecuencias y modos complejos estén “suficientemente cercanos” de las frecuencias
y modos no amortiguados, un analisis de perturbacion de primer orden se puede usar de manera a
expresar:

N
Z,=Y0/X, (A.21)
=1
donde
0 =1 (A.22)
y
|0/|<< 1 para I (A.23)

Reemplazando (A.21) en (A.20), y premultiplicando por la transpuesta de X;, tenemos:

N N N
KD 0My+2,) 0/Ci+ 0/K,=0 (A.24)
=1 =1 =1
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donde My, Cu, Yy Ky son los términos de las matrices generalizadas de masa, amortiguamiento, y rigidez
respectivamente. De A.24 para k=j, tomando en consideracion la ortogonalidad de los modos no
amortiguados con respecto a las matrices de masa y rigidez, e ignorando términos de segundo orden
asociados con los elementos fuera de la diagonal de la matriz de amortiguamiento, tenemos:

2
AM;+2,C,+K,; ~0 (A.25)

Dividiendo por M;;, y suponiendo que:

XiCX,; =250, X[ MX, (A.26)
obtenemos:
Xo+A280,+07=0 (A.27)

lo que conduce a

Ayx—¢o tio J1-& (A.28)

Puesto que el lado derecho de la ecuacién A-28 provee las frecuencias complejas exactas, se
verifica entonces que la ecuacién A.26 constituye una buena seleccién para expresar el amortiguamiento
modal ya que conduce a una aproximacion de primer orden de los valores exactos de las frecuencias. Para
el caso en que k= en A.24, y reteniendo solamente los términos de primer orden, tenemos:

4 io, C,.
o — o, My,
Por tanto, de (A.21) podemos escribir:
N . C.
Z,x X tiy 15X, (A.30)
‘ ‘ k-1 0~ My
#j

Se observa que, con una aproximacion de primer orden, la parte real de los modos complejos es la
misma que los modos no amortiguados, y que los términos fuera de la diagonal de la matriz de
amortiguamiento generalizada son los responsables por las partes imaginarias. Para el sistema con dos
grados de libertad que nos ocupa, después de las substituciones adecuadas tenemos:

Z,» X, +i&\ X, paraks (A.31)

donde
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. Zai/z ]];/2 _é:_U
e e )R T (A32)

Vemos entonces, que si las propiedades del sistema son tales que la ecuacion A-18 se cumple, la
parte imaginaria de los vectores modales desaparece. La semejanza entre la ecuacion A-32 y la A-17 es
aparente. Por lo tanto, esta ecuacion puede ser interpretada como el coeficiente de amortiguamiento
acoplado para el javo modo, el cual dependiendo de los valores de &,y & puede ser positivo o negativo.
La ecuacion A-32 indica que a menos que el amortiguamiento y la sintonia no difieran apreciablemente de
la ecuacion A-18, el uso de los modos complejos se requiere para el calculo de la respuesta de los sistemas
mecanicos bajo consideracion. No obstante, las ecuaciones A-17 y A-28 demuestran que los célculos de
frecuencias y amortiguamientos usando los modos clasicos seran aproximaciones de primer orden de los
valores exactos.
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