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ABSTRACT

A method is presented for the solution of the problem
of difraction of plane SH waves by canyons of arbitra
ry shape on the surface of an elastic half-space. The
method is based on the principle of superposition.
Both the analytical and numerical formulation of the
problem are presented as well as results which illus
trate the goodness of the proposed method. Amplitude
and phase spectra are shown for the case of triangu

lar canyon.

RESUMEN

Se presenta un método para resolver el problema de di
fraccidén de ondas SH planas por cafiones de forma arbi
traria en la superficie de un semiespacio eladstico. El
método se basa en el principio de superposicidn. Se pre
sentan la formulacidn analitica del problema, la formu
lacidn detallada para el cl@lculo numérico y resultados
que permiten ilustrar la bondad del m&todo. Se exhiben
espectros de amplitudes y fases para un cafbdn triangu

lar.

1. INTRODUCCION

Se ha reconocido la influencia de las condiciones loca
les en. las caracteristicas de los sismos como un factor
de interés en disefio sismico (1, 2). Es sabido que en
sitios relativamente cercanos entre si, pero de topogra
fia disimil, los movimientos sismicos pueden presentar

diferencias notables, aunque ciertos par@metros como la
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distancia a la falla activa y los angulos de inciden

cia predominantes sean sensiblemente los mismos.

El asunto ha sido tratado en la literatura como proble
ma de difraccidn de ondas eldsticas. Existen solucio
nes analiticas para el caso de un cafidn semicircular

o semieliptico con incidencia de ondas planas de cor
tante polarizadas horizontalmente, o SH (3, 4). Para
un problema similar se ha empleado la aproximacidn
acistica, en la que, debido a la naturaleza de la apro
ximacidn, solo se consideran en detalle ondas de com
presidn, o P,de incidencia vertical (5). Para geome
trias irrequlares el problema ha sido formulado en tér
minos de ecuaciones integrales (6). Un método gue ha
ce uso de ecuaciones integrales, discretizadas al su
poner periodicidad en la forma de la superficie, ha si
do empleado para estudiar los efectos de la topografia
en el movimiento ante incidencia de ondas P, SV y SH

(11).

Se ha encontrado que los efectos topograficos son sig
nificativos cuando la longitud de las ondas incidentes

es comparable con el tamafio de la irregularidad (7,11).

En este escrito se presenta un método para resolver el
problema de difraccidn de ondas SH planas por cafiones
de forma arbitraria. E1l método se basa en el principio
de superposicidn. A la solucidn de campo libre, es de
cir, si no existiese irregularidad, se adicionan solu
ciones elementales que cumplen condiciones de frontera
libre con singularidades o fuentes fuera del dominio

de inter@s; la amplitud de estas soluciones es tal que
se cumpl- n condiciones de frontera libre en los bordes
del candn. Para ondas SH planas este proceder es di

recto, ya que es sencillo determinar la solucidn ele

mental. Para otros tipos de ondas sismicas serd necesa
rio construir las soluciones elementales antes de apli

car el método descrito.

Se presentan aquil la formulacidn analitica del proble
ma, la formulacidn para el cdlculo numérico y los re
sultados numéricos. La bondad del método se ilustra
comparando espectros de amplificacién con los obtenidos
analiticamente para el cafidn semicircular. Se presen

tan resultados para canhones semielipticosy triangulares.



2, FORMULACION DEL PROBLEMA

En el problema de propagacidn de ondas SH planas en un
medio elastico los desplazamientos deben satisfacer la

ecuacidn de onda (8)

z (1)

z c? at?
S

1
u = —

donde V¢ = operador laplaciano, cS = /G/p = velocidad
de propagacidn de ondas de cortante, G = mddulo de elas
ticidad en cortante, t = tiempo, uz = desplazamientos

en la direccidn z y p = densidad del medio.

Acéptese una dependencia armdnica del tiempo, es decir

t

(2)

iw

u (X, vy, t) = u (x, v, we
donde w = frecuencia circular. Sustituyendo la ec 2 en
la ec 1 se obtiene la ecuacidn de Helmholtz o reducida

de onda
2 2,
v u, * k u, 0 (3)
donde k = m/cs.

Considérese una onda incidente de amplitud unitaria que
asciende hacia la superficie de un semiespacio elastico
i . x

u( ) . exp iw (£-2 + X (&)

o4 c
z X y

donde ¢, = cs/sen Y, cy = cs/cos Y, Y = &ngulo de inci

dencia (fig 1).

Para que se tengan condiciones de frontera libre en la
superficie del semiespacio, es decir esfuerzo cortante

nulo, se deberd tener una onda reflejada dada por

u(r) = exp iw (t-=-X) (5)
z x cy

[}
- s . . 0 i
Asl, se tiene la solucidn de campo libre u( ) = ui') +

r -
+ u( ) que puede escribirse como
z

(o)

u = 2 cos () exp iw (t~=) (6)
z Sy €

Esta expresidn satisface las ecs 1y 3, asi como 1la

condicidn en la superficie

Buz
= (G - =0
(1) y0 = & 332 =0 )
Considérese ahora el problema de determinar u, cuando
existe una depresidn bidimensional (fig 2).
Sea u, dado por
0
u_ = u( )y u(d) (8)
z z z

donde el superindice d se refiere a las ondas difracta
das. La ec 8 debe satisfacer las ecs 1 y 3 en el domi
nio de interds y la condicidn de esfuerzo nulo en la
frontera S; es decir

du

(r..) =(ca—nz)s=o (9)

nz’'$S

donde n = vector unitario normal a la frontera S (fig 2).

(d)

Los desplazamientos uz pueden escribirse como una com
binacidn lineal de soluciones elementales de la ec 3 que
cumplan con la condicidn de radiacidn (9), con sus res

pectivas singularidades fuera de la regidn de interés.

Considérese la ecuacidn

Vi, + K2, = - 8 (7 - 7 ) (10)

donde 8 = delta de Dirac, r = vector de posicidn de un
punto P de coordenadas (x, y),F} = vector de posicidn

de un punto P, de coordenadas (xy, Yp) y,l;—- Fﬁ; =

=/(x - x5)2 + (y - y0)2'= distancia entre los puntos

Py Pyg.

Una solucidn de esta ecuacidn que cumple con lacondicibn

de radiacidn adecuada es (6,8)

u ={-H§2)(k|?‘- rol)e'™" (1)
donde i = -1,'H§2)(.)= funcidén de Hankel de segunda es
pecie y orden cero. La ec 11 se conoce también como la
funcidén de Green para el espacio completo y representa

ondas SH cilindricas que se propagan en direccidn radial
a partir de Py. Esto puede verse si se recurre a la ex

2
pansidn asintdtica de Hé para valores grandes del argu



mento. Sea r; = ‘F—- F}|, entonces para |F] >> IFOI

la ec 11 puede escribirse como (8)

J2
L. /mkr;

El examen de la ec 12 indica que se trata de ondas que

b o _
o elw.h e i(kr; - wt)

. (12)

se propagan radialmente con una velocidad Cs'

La solucidn elemental para el semiespacio con frontera
libre puede construirse facilmente recurriendo al uso

de im3genes y escribir

(2)
E 4

o (kry) + HE) (k) ge 9t (13)

us
z
donde u: = solucidn elemental para el semiespacio,

Fyo= T - Tl = ke xe)? + (y - vo)EL vy s fx - xe) 2k
—_—

+ (y + yo)? .

punto en el semiespacio al punto de coordenadas X,

Es claro que r, es la distancia de un

~ yp que es la imagen del punto Pgy. Entonces la ec 13
representa la solucidn para una fuente en el punto Pg

pues satisface la condicidn de frontera libre eny= 0.

Sean las regiones R y £ limitadas por el semiespacio
y la frontera comiin S (fig 3). Colocando fuentes en
N puntos de la reqgidn R se tendrid que la ec 8 se puede

escribir como
N
u = u(o) +% b u” (14)
z z
g=1 q

donde bq son constantes complejas que se determinaran

de manera que en S se cumpla que

=20 (15)

ya que se satisface la condicién de frontera libre en

y = 0.

De las ecs 14 y 15 se tiene

N Bu;q aui )
E bq on . on (16)

q=1

Si se aplica la condicidn de la ec 16 en M puntos de
la frontera, se tendra

au’
z, 30 t?)

- z i
q 3n )j = ( 3n )j s i=1,2,...,M

a=1 (7

La ec 17 representa un sistema de ecuaciones lineales
con N incdgnitas, bq, q=1,...,N. Si M = N el sistema
estard completamente determinado. Cuando M > N se ten

drad un sistema scbredeterminado pues tendrd mis ecuacio
nes que incdgnitas. No obstante, usando el método de

cofocacdién y minimos cuadrados puede obtenerse una solu
cidn que minimice el error cuadritico. En el Apéndice

B se describe brevemente dicho método.
La posicidn de las fuentes y los puntos de la frontera

dependerd de la geometria particular de cada problema.

3. FORMULACION PARA EL CALCULO NUMERICO

El miembro derecho de la ec 17 puede escribirse como

Bu(n) Bu(o) Bu(o)

z ) = z o 5
( Tl ( X )j 5y )jaen J (18)

cos 9j - (

donde, de la ec 6 al omitir el factor exp iwt,

(0)

B, w x,
(= ).=-|C—c05(c ) exp (-i c') (19)

X y X

(0)

auz 2 wyj wx ,
( 5y )J. = - —sen (=) exp (-i —J-C ) (20)

Y Y x
0j = angulo que forma la normal en el punto j con el

eje x (fig 2); xj, yj = coordenadas del punto j.

De manera similar, los coeficientes del sistema en la
ec 17 quedan

Bu; Bu; auz
— 9 = (-9 oo (— T ;
( an )j ( pe )j cos 6] ( Ty )j sen 6] (21)



donde
3u
z . ar or
ik (2 1 1 2)? ’ 2
(—E;SJJ =T Hy ) (kry) + Hg )(krz) 5;;_ (22)
Ju”
%3 ik (2) ar (2) ar
_i 2 2
( 5y )j =1 1 Ho (kry) ayj + Hy (kr2) 57; (23)
r ﬁw/(x - xJ)2 + ly_ - yJ)2
= Mlx - x)%+ +y)?
ra \//Xq XJ) (Yq YJ) (24)
ar X, = X ar, X, = X
P — | —_— =d 9
X ry ’ 9x, a2
J J
B_r_l_zy. -y 8:= y. +vy
3YJ- T ’ Byj r2

23
HS ) (+) = derivada de la funcidn de Hankel de orden

cero. Se tiene que
IO (25)
R ) = 00 - v (26)
donde J1(+) = funcidn de Bessel de primera clase y orden

uno, Y;(-) = funcidén de Bessel de segunda clase y orden

uno.

En forma matricial el sistema de ecuaciones de la

ec 17 queda

a,. {ib } ={f.} 2
[ JQ] q} { J 27
Los elementos ajq Yy fj estdn dados por las ecs 21 y 18,

respectivamente.

Cuando M > N la solucidn para el vector {bq} que minimiza
el error cuadratico se obtiene al resolver el sistema
que resulta de premultiplicar la ec 27 por la matriz
traspuesta conjugada de la matriz de coeficientes (Apén

dice B). Esto es

[a_JQ] T[aJQ] {bq} N [;jq]T {fj} (28)

Si ademds se desea reducir los errores en algunos pun
tos se introduce una matriz diagonal de pesod; asi, la

ec 28 queda

[ZJ.q]T [N][ajq] {b} = [qu]T[w]{fJ.}

Los elementos de la diagonal de la matriz [W] son nﬁmg

(29)

ros iguales o mayores que la unidad.

La solucidén del sistema de ecuaciones se llevarad a cabo
factorizando la matriz de coeficientes resultante y ha

ciendo sustituciones recursivas.

Conocido el vector {bq}, la ec '4 permite calcular los
desplazamientos uZ en cualquier punto de la reqgidn E.

La amplitud y la fase de u, estdn dadas por

- 2 z
fu,] -\/[Re(uz)] + [Im(uz)] (30)
- im(u_)
¢ = tan”! (—Z 31)
Re(uz)
respectivamente. En estas expresiones Re(-) = parte

real de (+), Im(-) = parte imaginaria de (-).

4. RESULTADOS

Para aplicar el método descrito se elabord un programa
para computadora el cual se describe ampliamente en 1la

ref 12.

A fin de comprobar la bondad del método, se aplicd para
un candn semicircular con radio @ para cuatro diferentes
angulos de incidencia (0°, 30°, 60° y 90°) obteniéndose
los desplazamientos en varios puntos de la superficie.
En las figs 4 a 7 se presentan los espectros de amplitu
des obtenidos en funcidn de la frecuencia normalizada y
el angulo de incidencia. Para este problema existe so
lucidn analitica (3); al calcularla se encontrd buena
concordancia con los resultados obtenidos para los des
plazamientos empleando el método propuesto: las diferen
cias no exceden de uno por ciento. E1 niimero de fuentes
necesario para que se mantengan estas diferencias infe
riores a uno por ciento es funcidn creciente de la fre
cuencia. Para el cafdn semicircular este nimero es apro
ximadamente 5 + 3ka donde a = radio del carfion, k=m/cs.
Las fuentes se distribuyeron uniformemente en una circun
ferencia con radio igual a /2. Se tomd el nimero de

fuentes igual al niimero de puntos de colocacidn.



En las figs 8 a 10 se presentan valores de amplitudes
y fases en la superficie de un cafion semieliptico, con
profundidad igual al ancho del cafidn en y = 0, para
tres diferentes frecuencias normalizadas (ka=n/b,n/ 2,
m) y cuatro &ngulos de incidencia (0°, 30°, 60° y 90°).
Para lograr estabilidad y convergencia el nimero de
fuentes necesario es aproximadamente 10 + 6 ka donde

a = semieje menor de la elipse.  Las fuentes se coloca
ron en una elipse con semiejes menor y mayor de 0.8 y
1.84, respectivamente, y se tomaron 99 puntos de coloca
cidén en la frontera.

La concordancia de estos resulta

dos con los obtenidos analiticamente (4) es excelente.

Las figs 11 y 12 exhiben amplitudes y fases en la su
perficie de un cafidn de seccidn triangular con taludes
a 45° y profundidad a, para dos frecuencias nommaliza
das (ka = m/2, m) y tres angulos de incidencia (0°,
45° y 90°). Se colocaron fuentes a lo largo de lineas
paralelas a los taludes separadas de estos una distan
cia 0.07a. Se tomaron 99 puntos de colocacidn en la
frontera. En los calculos, el vértice del cafdn se ha

suavizado empleandoc un segmento de circunferencia tan

gente a los bordes.

Las amplitudes de los desplazamientos tienden a 2 para
valores pequenos de ka a los que corresponden longitu
des de onda grandes (pues ka = 27a/A, donde A = longi
tud de onda). Asl con longitudes de onda mucho mayores
que las dimensiones del cafion se tiende a la solucidn

de campo libre. Esto equivale a hacer tender las dimen

siones del candn a cero con k fija.

5. CONCLUSIONES

Se ha presentado un método para resolver el problema de
difraccidn de ondas SH planas por depresiones bidimen
sionales (cafiones) de forma arbitraria. El1 método se ba
sa en el principio de superposicidn; se combina la $0
lucidn de campo libre con soluciones elementales o fuen
tes cuyas amplitudes se determinan de manera que en pun
tos de la frontera se satisfaga la condicidn de esfuer
zo nulo; se emplea un criterio de colocacidn y minimos
cuadrados. El nlimero de fuentes es funcidn creciente
de la frecuencia y de las dimensiones del candn. Se ha

definido un criterio aproximado para determinar dicho

-
numero.

Las fuentes se han colocado a lo largo de una curva in
terior que tiene la misma forma que la superficie del
cafidn. Esta disposicidn estd, aparentemente, cercana

a la Optima.

Para ondas de incidencia vertical (y = 0°) en el caidn
semicircular se tienen amplificaciones de 50 por ciento
en los bordes vy en la vecindad del cafidn y reducciones
del mismo orden en el fondo. Para los cafones semielip
tico y triangular se aprecian reducciones de 50-70 por
ciento en el fondo y amplificaciones de 30 por ciento

en los bordes.

A medida que el angulo de incidencia es mayor, el candn
actila como una barrera de ondas sismicas ocasionando re
ducciones importantes en uno de los bordes y grandes
amplificaciones en el otro. Para las secciones semicir
cular y semieliptica la maxima amplificacidn que se al
canza es cercana al 100 por ciento que de hecho es el

valor limite, pues para frecuencias altas el borde del

candn se comporta como medio semiespacio.

Aun cuando estas conclusiones se refieren a ondas SH so
lamente, cabe esperar resultados similares para ondas

incidentes P o SV.

6. RECOMENDACIONES

El método presentado puede extenderse a los casos de on
das incidentes P o SV si se construyen las soluciones
elementales para fuentes de esos tipos de ondas. Asi
se contemplarian de manera cuantitativa excitaciones

de caracter mas general.

El método es tambi®n aplicable al estudio de difraccidn
de ondas sismicas por valles aluviales (para ondas SH

seria una extensidn natural de este estudio).
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NOTAC I ON

En este escrito se emplean los siquientes simbolos:

c _TcC
X S

c =C
Yy S

E

e

G

w )

Im(-)

i= /T

Jo(')

Ji(-)

o zZ X x

-

= matriz de coeficientes complejos
= radio del candén semicircular, mitad del
ancho del cahon
= elemento de la matriz A
= amplitud de la fuente g
= velocidad de propagacidn de las ondas S
/seny= velocidad aparente en x

/cosy = velocidad aparente en y

= regidn exterior

= base de los logaritmos naturales

= elemento del vector de términos independien
tes

= modulo de elasticidad al cortante

= funcidn de Hankel de segunda clase y orden

cero

JRe(-)= partes imaginaria y real de (), respectiva

mente

unidad imaginaria
= funcidn de Bessel de primera clase y orden

cero

funcidn de Bessel de primera clase y orden
uno
= w/c
s
= nimero de puntos en la frontera S
= nimero de fuentes
= normal en la frontera
= punto de coordenadas (x,y)
= punto de coordenadas (xo‘yo)

= vector de posicidn del punto P



ry = vector de posicidn del punto Pg
r = distancia de un punto Pj a la fuente q
rs = distancia de un punto'Pj a la fuente
imagen ¢
S = frontera del cafidn
t = tiempo
uz - = desplazamiento en la direccidn 2z
uil) = desplazamiento de la onda incidente
uir) = desplazamiento de la onda reflejada
uio) = desplazamiento de campo libre
uid) = desplazamiento de las ondas difractadas
u: = desplazamiento debido a la fuente q
q
W = matriz diagonal de pesos
X = coordenada cartesiana
y = coordenada cartesiana
Yo(-) = funcidn de Bessel de segunda clase y
orden cero
Y, () = funcidn de Bessel de segunda clase y
orden uno
= angulo de incidencia
) = &dngulo gque forman la normal n y el eje
X
A = longitud de onda
s(+) . = delta de Dirac
o] = densidad del medio
T = esfuerzo cortante
¢ = fase de u,
w = frecuencia circular

V2=02/3x% +3%/3y? = operador laplaciano

APENDICE B. COLOCACION Y MINIMOS CUADRADOS

El método de colocacidn y minimos cuadrades ha sido
aplicado con éxito en la solucidn de problemas de va
lores en la frontera (10). El método consiste en se
leccionar un niimero de puntos de colocacidn mayor que
el nlmero de parimetros libres de la solucidn aproxima
da; el sistema de ecuaciones estard entonces sobrede
terminado. La solucidn se obtiene al minimizar el
error cuadratico. Cuando se trata con sistemas com

plejos se procede de la siguiente manera.

Considérese el sistema sobredeterminado

Az = C (B.1)

donde

A  nmatriz de coeficientes complejos = a + ib

2 vector de incbgnitas = x + iy

C vector de términos independientes = ¢ + id
a,b partes real e imaginaria de A
X,Y partes real e imaginaria de 2z

c,d partes real e imaginaria de C

Las partes real e imaginaria del vector error asociado

al sistema B.1 son

€ ax - by - ¢ (B.2)

€5 bx + ay - d (B.3)

Sea E el error cuadritico definido por
T T
E=1¢; 61 +6) £ (B.4)

Las condiciones de minimo para E son

oE _ .

i 0 (B.5)
Y

oF _

i 0 (B.6)

Sustituyendo las ecs B.2 y B.3 en B.4 y aplicando B.5

y B.6 se obtiene

(aTa + bTb)x - (aTb - bTa)y = aTC + de (B.7)
(a'b - bTa)x + (ala + bTb)y =a'd -bec (8.8)
que es equivalente a la ecuacidn
— =T
A'az=2c (B.9)

donde A = matriz conjugada de A.

Si se desea dar diferentes peA0A a las ecuaciones del

sistema de la ec B.1, se puede obtener que
— =T
A'WAz=AWC (8.10)

donde Bﬂ = matriz diagonal que contiene los pPes0s asocia

dos a cada ecuacidn.
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Fig 1. Ondas SH incidente y reflejada

Fig 2. Canon de geometria irreqular
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Fig 4. Espectros de amplitudes (y=0°),candn semicircular
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Fig 5. Espectros de amplitudes (y=30°), cafidn semicircular
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Fig 7. Espectros de amplitudes (y=90°),cafion semicircular
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Fig 8.

Amplitudes y fases (ka=7/4), cafon semieliptico
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Fig 9. Amplitudes y fases (ka=7/2), canon semieliptico
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Fig 1. Amplitudes y fases (ka=7/2), caiidn triangular
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Fig 12. Amplitudes y fases (ka =), canon triangular
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